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Общая характеристика работы

Актуальность. Современные исследования актуальных проблем различных областей науки приводят к качественно новым постановкам прямых и обратных задач в теории дифференциальных уравнений с частными производными, в том числе к таким, где связаны между собой значения неизвестных функций и ее производных в различных точках границы. Такие задачи будем, следуя сложившейся терминологии, называть нелокальными. Краевую задачу, содержащую связь между значениями неизвестных функций в различных моментах времени, называем краевой задачей с нелокальным условием по времени.

Приведем обзор известных результатов. А.В. Бицадзе и А.А. Самарский положили начало становлению теории нелокальных задач, впервые сформулировав и исследовав нелокальную краевую задачу для эллиптических уравнений в частных производных. 

А.М. Нахушев исследовал нелокальные краевые задачи для дифференциальных уравнений гиперболического и параболического типа. В предположении обратимости объединенного оператора при неизвестных функциях в нелокальных условиях доказал существования единственного решения нелокальных краевых задач. Для уравнения теплопроводности нелокальная краевая задача исследована в работе Н.И. Ионкина.
М.Х. Шхануков методом функции Римана изучил нелокальные краевые задачи для дифференциального уравнения третьего порядка, моделирующего движение жидкости в трещиноватых породах. В линейном случае это уравнение имеет вид 
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(1)

где w – влажность, х – координата по глубине почвы, t – время, 0<
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 - коэффициент диффузивности, 0<А – коэффициент, зависящий от влагопроводнсти, длины пути потока. Для уравнения (1) он поставил следующую нелокальную краевую задачу. Требуется найти распределение влаги w(x,t) в слое почвы толщиной Н, если известен глубинный ход влажности в начальный момент времени w(x,0)=с(x), переток влаги в нижнем слое отсутствует 
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 и распределение влаги на поверхности и в нижнем слое связаны равенством 
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 он доказал теорему существования и единственности решения данной задачи. 

В работах Ю.А. Митропольского и Л.Б. Урманчевой, Т.И. Кигурадзе, А.Т. Асановой рассмотрены задачи с нелокальным условием по времени 

A(x)u(x,0)+C(x)u(x,t0)=w(x), 



(2)

для нелинейных уравнений гиперболического типа. При допущении, что сумма (скалярных или матричных функций) A(x)+C(x) обратима, используя численно-аналитический метод, метод введения дополнительного параметра, с помощью которых задачи преобразованы к интегральным уравнениям Вольтерра второго рода, была установлена корректность рассмотренных задач по Адамару.

А.М. Нахушев решил обратные задачи восстановления правой части уравнения Эйлера–Дарбу с постоянными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части. При этом задача сведена к уравнению Вольтерра третьего рода и применена теория дифференциальных уравнений с дробными производными. Т.Ж. Елдесбай, воспользовавшись свойствами функции Римана уравнения Эйлера-Дарбу, доказал разрешимость коэффициентной обратной задачи для вырождающихся дифференциальных уравнений. 


В работах Л.И. Панова и T. Sato установлены условия существования однопараметрического семейства решений уравнения Вольтерра третьего рода. Многопараметрическое семейство решений таких уравнений в банаховых пространствах специального вида получено Н.А. Магницким.


Исследование регуляризируемости интегральных уравнений Вольтерра третьего рода проведено в работах М.И. Иманалиева, Я. Янно, А. Асанова, Т.Д. Омурова, где построены регуляризирующие уравнения и установлена равномерная сходимость их решения к решениям, соответствующим исходным уравнениям в пространстве непрерывных функций. В работе Т.Д. Омурова предложен метод регуляризации решения в пространстве суммируемых функций интегральных уравнений Вольтерра третьего рода со знакопостоянной правой частью. В выше указанных работах исследования проведены в случае, когда функция р(х) – сомножитель при неизвестной функции вне интеграла – является непрерывной и обращается в нуль только в начале отрезка интегрирования.


Вместе с тем, еще не исследованы вопросы регуляризации и единственности решения: 

а) нелокальных краевых задач с условием 
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 для (1), когда  1-((t) – необратима; 

б) краевых задач с нелокальным условием по времени (2) для нелинейных уравнений в частных производных третьего порядка, при необратимой A(x)+C(x), 

в) обратных задач восстановления правой части уравнения Эйлера–Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части, 

г) интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с оператором умножения на гладкую невозрастающую функцию p(х)
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0, которая обращается в нуль в конце отрезка интегрирования; 

д) интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с разрывным решением, когда известные функции, входящие в него, являются гладкими, а функция– свободный член – обращается в нуль в начале отрезка интегрирования. 


Отсутствуют численные методы решения указанных задач и интегральных уравнений Вольтерра третьего рода в С[0,b], основанные на квадратурных формулах.

Приведенные неизученные проблемы рассматриваемых задач и их прикладное значение показывают актуальность вопросов регуляризуемости и разработки эффективного численного метода решения нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных уравнений в частных производных.

Данный тип задач можно сформулировать следующим образом. Пусть L - дифференциальный оператор гиперболического типа, B0 и B1 – непрерывные линейные операторы в пространстве функций с несколькими переменными. Требуется исследовать единственность и регуляризуемость решения, а также построить численное решение уравнения вида Lu=f с нелокальными краевыми условиями вида u(0,t)=(B0u)(t)+q0(t), либо u(x,0)=(B1u)(х)+q1(х) при выполнении соответствующих дополнительных условий.
Объекты исследования – нелокальные краевые задачи для уравнения влагопереноса, краевые задачи с нелокальным условием по времени для нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка, обратные задачи для уравнения Эйлера–Дарбу, интегральные уравнения Вольтерра третьего рода.


Целью работы является: развитие теории интегральных уравнений Вольтерра третьего рода для решения задач, возникающих в теории дифференциальных уравнений в частных производных; установление достаточных условий разрешимости и регуляризуемости решения нелокальных краевых задач для уравнения влагопереноса, краевой задачи с нелокальным условием по времени для нелинейных дифференциальных уравнения третьего порядка и обратных задач для уравнения Эйлера–Дарбу; разработка методов численного решения указанных задач и интегральных уравнений Вольтерра третьего рода.


Методы исследования. Основными методами исследования являются  методы регуляризации и численные методы, разработанные в диссертации, а также метод Римана, интегральных преобразований, последовательных приближений, квадратурных формул, метод сеток, элементы функционального и математического анализа.


Научная новизна работы. 

1. Установлены достаточные условия единственности и регуляризируемости решения нелокальных краевых задач для линейных дифференциальных уравнений третьего порядка, краевой задачи с нелокальными условиями по времени для нелинейных дифференциальных уравнения третьего порядка в случае необратимости объединенного оператора при неизвестных функциях в нелокальных условиях. 

2. Разработан и обоснован метод регуляризации обратных задач востанов-ления правой части уравнений Эйлера–Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части, метод регуляризации интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с оператором умножения на гладкую невозрастающую функцию.

3. Разработан и обоснован метод численного решения интегральных уравне-ний Вольтерра третьего рода на основе регуляризованных уравнений. Установлена форма согласования малого параметра и шага дискретизации.
4. Построена устойчивая конечно-разностная схема для приближенного решения обратной задачи для уравнения Эйлера–Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части, нелокальной краевой задачи для дифференциальных уравнений третьего порядка с необратимым объединенным оператором в нелокальных условиях. 

5. Предложен метод регуляризации решения некорректных обратных задач для уравнения Эйлера–Дарбу с интегральной правой частью.

6. Построено сингулярное решение регуляризованных малым параметром интегральных уравнений Вольтерра третьего рода.

7. Разработан пакет программ на алгоритмическом языке Delphi 6 для реализации предложенного алгоритма численного решения нелокальных краевых и обратных задач.


Теоретическая и практическая ценность. Результаты диссертации носят в основном теоретический характер и могут быть применены для решения нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных уравнений более высокого порядка, для численного решения интегральных уравнений Вольтерра третьего рода, возникающих в гидрофизике, теории упругости, механике.

На защиту выносится следующие основные положения:
1. Построение и обоснование регуляризирующего оператора для интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с оператором умножения на гладкую невозрастающую функцию.

2. Применение построенного регуляризирующего оператора для регуляризации и установления достаточных условий разрешимости: 

а) нелокальных краевых задач и краевых задач с нелокальными условиями по времени для дифференциальных уравнений в частных производных третьего порядка, в случае необратимости объединенного оператора при неизвестных функциях в нелокальных условиях,

б) обратных задач восстановления правой части уравнения Эйлера– Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части.

3. Метод регуляризации некорректных обратных задач для уравнения Эйлера–Дарбу с интегральной правой частью. 
4. Разработка и обоснование численного метода для приближенного решения интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с оператором умножения на гладкую невозрастающую функцию на основе регуляризованных уравнений.
5. Обоснование устойчивых разностных схем для дифференциальных уравнений в частных производных третьего порядка в случае необратимости объединенного оператора при неизвестных функций в нелокальных условиях, обратных задач восстановления правой части уравнения Эйлера–Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части.


Апробация работы. Результаты исследований докладывались и обсуждались на: международной научной конференции «Проблемы математики и информатики», Бишкек-Бостери – 2000 г.; научно-практической конференции «Молодые ученые на рубеже веков» КГНУ, 2000 г.; международной научной конференции, посвященной 70-летию академика М.И. Иманалиева «Асимптотические, топологические и компьютерные методы в математике», Бишкек-Бостери – 2001 г.; юбилейной научной конференции «Единое образовательное пространство ХХ1 века», посвященной 10-летию образования КРСУ, Бишкек - 2003 г.; международном Российско-Казахском симпозиуме «Уравнения смешанного типа и родственные проблемы анализа и информатики», Нальчик-Эльбрус - 2004 г.; международной научной конференции «Актуальные проблемы дифференциальных уравнений и математической физики», Алматы – 2005 г., семинаре кафедры Прикладной математики и информатики КНУ имени Ж. Баласагына (руководитель профессор Какишов К.К.), семинаре Института математики НАН КР (руководитель академик НАН КР Иманалиев М.И.); семинаре «Функциональный анализ и его приложения» Евразийского национального университета им. Л.Н. Гумилева, Астана, 2004 г. (руководитель академик НАН РК М. Отелбаев); семинаре «Дифференциальные уравнения и их приложения» Южно-Казахстанского государственного университета им. М. Ауэзова, Чимкент, 2004 г. (руководитель академик НАН РК Т.Ш. Кальменов).


Публикации. Основные результаты работы опубликованы в монографии [1], статьях [2-27]. В совместных работах [1,3, 14-16, 26] Т.Д. Омурову принадлежит постановка задачи, в [22,23] А.В. Глушаку – обсуждение условий и результатов, в [24] Т.Д. Омурову – постановка задачи, Т.М. Иманалиеву – введение и заключение, а соискателю – разработка и обоснование методов, доказательство теорем и лемм.


Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех глав, разбитых на параграфы, заключения и списка использованной литературы, содержащего 99 наименований. Объем текста 190 страниц. 

Работа была выполнена в рамках проекта «Исследование локальных эколого-экономических процессов» при поддержке Агентства интеллектуальной собственности и науки при правительстве КР, 2004-2005 г.г. и УН МОН и МП КР, 2006 г.

Краткое содержание работы

В диссертации исследуются нелокальные краевые задачи для дифференциальных уравнений третьего порядка, краевые задачи с нелокальным условием по времени для нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка, обратные задачи для уравнения Эйлера–Дарбу, которые редуцируются к интегральным уравнениям Вольтерра третьего рода. 

Первая глава посвящена вопросам единственности и регуляризи-руемости решения нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных уравнений в частных производных, интегральных уравнений Вольтерра третьего рода, численного решения таких уравнений. В § 1.1 приводится постановка рассматриваемых нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных уравнений. Приведем эти задачи и способы их сведения к интегральным уравнениям Вольтерра третьего рода.

Постановка задачи 1. Необходимо найти условия, обеспечивающие единственность, регуляризуемость решения и возможность сколь угодно точного построения решения нелинейного дифференциального уравнения третьего порядка
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удовлетворяющее краевым и нелокальным по времени условиям

w(0,t)=0,  wx(0,t)=q(t),  w(x,0)=((x)w(x,t0)+c(x), 


(4)

где ai=const, i=1,2,3, 0<k1,k2=const, при условии, что существует решение данной задачи и известные функции такие, что

q(t)(C1[0,t0], ((x),c(x)(C2[0,b], f(x,t)(C(D), D=[0,b]([0,t0], c(0)=0, ((b)=1, 

((0)=0, q(0)= 
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Задачу (3), (4), посредством интегрального преобразования 
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(6)

используя функцию Римана уравнения 
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где (В2[y,u])(x)(((x)(В1[y,u])(x)+
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Постановка задачи 2. Требуется найти условия, обеспечивающие единственность, регуляризуемость решения и возможность сколь угодно точного построения на возможно более широкой области решения линейного дифференциального уравнения третьего порядка
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удовлетворяющего нелокальным краевым условиям


[image: image36.wmf])

(

)

0

,

(

  

),

(

)

,

0

(

  

),

,

(

)

(

)

,

0

(

0

x

c

x

w

t

g

t

w

t

l

w

t

t

w

x

=

=

=

l

,

(9)

при условии, что существует решение данной задачи и известные функции, входящие в (8) и (9), удовлетворяют условиям: 
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Используя способ М.Х. Шханукова, примененный им для ((t)=сonst, нами решение задачи (8), (9) представляется в интегральной форме 
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где u(() – решение интегрального уравнения 
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Дополнительно к (10) предполагается, что р(() обращается в нуль при (=T и является невозрастающей функцией. 
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Необходимо найти условия, обеспечивающие единственность, регуляри-зуемость решения и возможность сколь угодно точного построения такой пары (u,(), что u(U, ((С и удовлетворяют уравнению
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Применяя способ, использованный А.М. Нахушевым, решение обратной задачи (13), (15) представим в интегральной форме 
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если существует решение интегрального уравнения Вольтерра третьего рода
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Таким образом, при исследовании рассматриваемых в диссертации задач возникает необходимость в развитии теории интегральных уравнений Вольтерра третьего рода в более общей постановке, чтобы в дальнейшем применить результаты для решения наших задач.


В § 1.2 проведено обоснование метода регуляризации и метода численного решения интегральных уравнений Вольтерра третьего рода 
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в предположении, что известные функции р(х), f(х), К(х,t) такие, что

а) р(х)(C2[0, b], р(i)(b)=0, i=0,1, р(0)>0, р(х) – невозрастающая функция;
б) 
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Доказана

Лемма 1.2.10. Если выполняются условия а-в, то найдутся такие положительные постоянные d1, С0 и (1<1, что G(х)≥d1>0 и 
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Действуем оператором С0J+I на (18). Тогда получаем уравнение
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где 
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Введем в рассмотрение уравнение с малым параметром
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Лемма 1.2.1. Уравнение (19) эквивалентно уравнению (18). 
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Теорема 1.2.1. Пусть выполняются условия а-г и уравнение (18) имеет решение 
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Следствие 1.2.1. При выполнении условий теоремы 1.2.1 решение уравнения (18)  единственно в пространстве 
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Лемма 1.2.4. Если выполняются условия а-в и 
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Теорема 1.2.2. Пусть выполняются условия а-г и уравнение (18) имеет решение 
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Следствие 1.2.2. При выполнении условий теоремы 1.2.2 решение уравнения (18) единственно в пространстве 
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Аппроксимируем интегралы в (22) по квадратурной формуле правых прямоугольников. Тогда получим треугольную систему линейных алгебраических уравнений
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Систему (23) можно привести к виду


[image: image140.wmf]]

[

,

,

,

,

,

,

,

i

j

1

i

1

k

k

k

i

1

j

1

k

k

k

j

i

1

j

j

h

j

i

i

i

g

g

L

h

L

h

G

W

h

p

1

-

+

-

+

-

=

å

å

å

-

=

-

=

=

e

e

e

e

u

u

e

u



EMBED Equation.3[image: image141.wmf]+

+

å

-

=

1

i

1

j

j

j

i

h

1

i

L

h

W

,

,

,

,

[

~

e

e

u



[image: image142.wmf]]

0

eu

+

+

i

g

, i=1..n.







          (25)

Устойчивость решения системы (23) относительно правой части, которая измеряется в метрике 
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Лемма 1.2.5. При выполнении условий а-д для решения системы (23) имеет место оценка 
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Лемма 1.2.6. Если выполняются условия а-д и функция ((x)(С1[0,b], то справедлива оценка
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Лемма 1.2.7. Если выполняются условия а-д, то при соблюдении связи 
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Теорема 1.2.3. Пусть имеют место условия а-д и 
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В § 1.3 рассматривается задача (3), (4), т.е. краевая задача с нелокальным условием по времени для нелинейного дифференциального уравнения. Эта задача, используя интегральную подстановку (6) сводится к системе уравнений Вольтерра второго и третьего рода (7). При наложенных условиях (5) доказывается, что система интегральных уравнений с малым параметром ( :
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имеет единственное решение в паре пространств (C1,0(D), C1[0,b]). Причем решение системы (26) равномерно сходится к решению системы (7). 


Теорема 1.3.1. Пусть выполняется условие (5) и k1=0, 1-((х) – невозрастающая функция. Тогда система уравнений (26) имеют единственное решение в паре (C1,0(D),C1[0,b]).
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Теорема 1.3.5. Пусть имеет место условие (5), 1-((х) – невозрастающая функция, система (7) имеет решение и 
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– решение системы (26).


Следствие 1.3.2. Если выполняются условия теоремы 1.3.5, то решение задачи (3), (4) единственно.

В § 1.4 изучается нелокальная краевая задача для линейных дифференциальных уравнений третьего порядка (8), (9), решение которой представляется в интегральной форме (11), (12). 


В силу леммы 1.2.1 уравнение (12) эквивалентно уравнению
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Регуляризованное решение задачи (8), (9) имеет вид
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Пусть для функций р((), К((,t), q(() выполняются условия а-г из § 1.2. Тогда в силу леммы 1.2.10, 1.2.3 и теоремы 1.2.1 справедлива
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Теорема 1.4.2. Если выполняются условия теоремы 1.4.1, то 
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Теорема 1.4.3. Если выполняются условия теоремы 1.4.1, то для решения задачи (8), (9) 
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Следствие 1.4.1. При выполнении условия теоремы 1.4.1 решение задачи (8), (9) единственно.

В §1.5 исследуется регуляризируемость и единственность решения обратной задачи для уравнения Эйлера-Дарбу (13), (15). На основе интегрального представления решения этой задачи в виде (16), (17) вводится семейство уравнений с малым параметром:
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где операторы A,G,L- определяются также как в (19).

Теорема 1.5.2. Пусть выполняется условие (14) и уравнение (17) имеет решение 
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Теорема 1.5.3. Пусть выполняются условия (14) и существует решение уравнения (17) в пространстве 
[image: image214.wmf]]

,

[

1

0

C

. Тогда задача (13), (15) имеет единственное решение, принадлежащее пространству U. Этому решению, при 
[image: image215.wmf]0

®

e

, равномерно сходится функция 
[image: image216.wmf])

,

(

y

x

u

e

, определенная по правилу (30), (31), причем 


[image: image217.wmf]£

-

W

)

(

)

,

(

)

,

(

С

y

x

u

y

x

u

e


[image: image218.wmf](

)

]

1

,

0

[

)

(

1

)

(

)

(

)

,

(

1

2

1

C

C

x

x

y

x

K

u

u

b

e

-

+

-

W

.


Во второй главе исследуются обратные задачи для системы уравнений Эйлера-Дарбу. 


В § 2.1 результаты регуляризации скалярного случая параграфа 1.5 обобщается на случай системы. Доказана единственность решения обратной задачи, равномерная сходимость регуляризованного решения к точному решению. 
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и условия
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где 
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Обратная задача (32), (33) эквивалентно системе интегральных уравнений вида 
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где искомые функции являются векторными функциями. В следующих доказанных леммах 2.1.1, 2.1.2 оператор Н( – векторный аналог оператора (21), где 
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Лемма 2.1.1. Пусть выполняются условия а, бn, вn, (34), 
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Лемма 2.1.2. Если имеет место условия а, бn-гn, (34), 
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Теорема 2.1.3. Пусть выполняются условия а, бn, вn, (34), 
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причем справедлива оценка
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В § 2.2 продолжается исследование обратной задачи для системы уравнений Эйлера-Дарбу в некорректной постановке, когда она сводится к интегральному уравнению Вольтерра третьего рода с правой частью (0(0)=0, которое имеет решение в классе суммируемых функций. 


Пусть 


[image: image271.wmf]ò

=

у

d

u

h

у

0

0

)

(

)

(

)

(

h

h

h

m

, 
[image: image272.wmf]ò

+

=

х

dt

t

t

u

t

h

х

0

))

(

)

(

)

(

(

)

(

r

m

, 
[image: image273.wmf])

1

,

0

(

)

(

q

n

L

x

u

Î

;

известные вектор-функций ((у), ((х) и n(n матричная функция К(у,х), (y,x)( Ω={0<x<y<1} подчиняются условиям: 
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Пара вектор-функций (v, u), удовлетворяющая систему уравнений
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и краевым условиям 
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будет принадлежать паре пространств (Un,
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 система интегральных уравнений Вольтерра вида 
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Продифференцируем по х эту систему и, вводя новые обозначения, получим 
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Посредством новой искомой вектор-функции 
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Принимая во внимание равенство 
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Введем в рассмотрение сингулярно-возмущенную систему с малыми параметрами 
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Теорема 2.2.1. Пусть выполняются условия (36), (40), (41), (44), 
[image: image355.wmf]1

q

0

<

 и существует решение системы (46). Тогда существуют числа 
[image: image356.wmf])

,

(

,

1

0

0

0

Î

e

a

 и единственная пара вектор-функций 
[image: image357.wmf]))

(

),

(

(

x

u

x

z

e

a

, которая удовлетворяет системе (45) и представима при 
[image: image358.wmf]0

0

a

a

<

<

, 
[image: image359.wmf]0

0

e

e

<

<

 в форме 


[image: image360.wmf])

(

)

(

)

(

1

)

(

),

(

)

(

)

(

1

)

(

x

x

x

x

u

x

x

w

x

x

z

e

e

e

a

a

a

x

u

e

V

a

+

+

Â

=

+

+

Á

=

.

Вектор-функции типа пограничного слоя 
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Рассмотрим систему с малыми параметрами ( и (:
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Доказаны


Теорема 2.2.2. Пусть выполняются условия (36), (40), (41), (44) и существует решение системы (46). Тогда, при 
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0 решение системы (48) равномерно сходится к решению системы (46).


Следствие 2.2.1. Если система (46) имеет решение при выполнении условий (36), (40), (41), (44) и 
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Теорема 2.2.3. Если выполняются условия (36), (40), (41), (44), 
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Лемма 2.2.1. Пусть выполняются условия (36), (43), (44) и оценка (47). Тогда имеют место оценки
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Лемма 2.2.2. Если выполняются условия теоремы 2.2.1, то существует положительная функция 
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Лемма 2.2.3. Пусть выполняются условия теоремы 2.2.1. Тогда найдется такая положительная функция 
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Доказаны

Лемма 2.2.4. Если имеет место условия теоремы 2.2.1 и неравенство 
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Лемма 2.25. Если выполняются условия теоремы 2.2.1 и 
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 - решение регуляризованной обратной задачи для системы уравнений Эйлера-Дарбу.


В § 2.3 рассматривается обратная задача для системы уравнений Эйлера – Дарбу с дополнительной информацией о решении 
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Обратная задача 
[image: image448.wmf]0

)

/(

)

])(

,

[

(

)

,

)(

(

0

0

b

a

m

x

y

x

А

y

x

u

L

-

=

 с условием (38) и дополнительным условием 
[image: image449.wmf])

(

)

,

(

 

0

0

x

х

x

v

f

=

 сводятся к решению следующих двух обратных задач: 

А) v0(x,y)(Un(
[image: image450.wmf]0

W

), 
[image: image451.wmf]0

W

={0<x<y<х0}, 


[image: image452.wmf]0

)

/(

)

)(

(

)

,

)(

(

0

1

0

0

b

x

y

х

u

А

y

x

v

L

-

=

, 
[image: image453.wmf]2

1

0

1

<

<

<

b

b

, 
[image: image454.wmf]0

2

>

b

,


[image: image455.wmf])

(

)

,

(

   

),

(

)

,

0

(

0

0

x

х

x

v

y

y

v

f

y

=

=

, 
[image: image456.wmf])

0

(

)

(

0

0

f

y

=

х

,

В)  z(x,y)(Un(
[image: image457.wmf]1

W

),
[image: image458.wmf]1

W

={х0<x<y<1}, 
[image: image459.wmf]2

1

0

1

<

<

<

b

b

, 
[image: image460.wmf]0

2

>

b

,


[image: image461.wmf]0

)

/(

)

)(

(

)

,

)(

(

2

0

b

x

y

х

u

А

y

x

z

L

-

=

, 
[image: image462.wmf])

(

)

1

,

(

   

),

(

)

(

)

,

(

0

x

x

v

y

y

y

x

z

f

d

y

=

+

=

, 


[image: image463.wmf])

(

)

1

(

)

1

(

0

х

f

d

y

=

+

, 
[image: image464.wmf]]

1

,

[

)

(

0

3

x

C

y

Î

d

, 
[image: image465.wmf]0

)

(

d

d

£

С

y

 - достаточно малое число.

Для регуляризации задачи (А) используются результаты параграфа 2.1, а для задачи (В) – результаты параграфа 2.2. При выполнения соответствующих условий, включающих (а0, б0) доказана оценка
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§ 2.4 результаты исследования в предыдущих параграфах обобщаются на системы линейных и нелинейных уравнений Вольтерра третьего рода в случае, когда коэффициентная функция р(х) обращается в нуль во внутренней точке х=х0, где решение системы терпит разрыв второго рода при  х(х0+0.


В главе 3 развиваются методы численного решения обратных и нелокальных краевых задач. Приводится описание и тексты программ на языке Delpi 6 алгоритма решения обратных и нелокальных краевых задач, результаты расчетов модельных задач. В этой главе в параграфах 3.1-3.4 используются леммы 1.2.5-1.28, теоремы 1.2.4, 1.2.5 из главы 1.
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Используя лемму 3.1.1 и леммы 1.2.5-1.2.7 доказана
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Теорема 3.1.1. Пусть имеют место условия (14), (50) и 
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Задача (55), (56) эквивалентна системе интегральных уравнений
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Используя леммы 1.2.5-1.2.7 доказана следующая
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В § 3.3 исследуется способы численного решения нелинейной обратной задачи для уравнения Эйлера–Дарбу.

В § 3.4 построено численное решение нелинейных интегральных уравнений вида
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в преположении, что имеет место следующие условия:
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где 
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Уравнение (62) сводится к решению интегральных уравнений Вольтерра третьего и первого рода 

[image: image567.wmf])

(

))

(

,

,

(

)

(

)

(

x

f

dt

t

t

x

N

x

x

p

x

0

=

+

ò

u

u

, x([0,x0],


(63)


[image: image568.wmf]ò

ò

-

=

0

0

x

0

x

х

dt

t

t

x

N

x

q

dt

t

y

t

x

N

))

(

,

,

(

)

(

))

(

,

,

(

u

, x([x0,b],

(64)

причем полагаем выполнения условия согласования ((х0)=у(х0) и 
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где  ((х) – решение уравнения (63), y(х) – уравнения (64).


Введем равномерные сетки 
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((,i, y(,i  – решения, соответственно, следующих систем алгебраических уравнений 
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где gi, 
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Из условий а-ж следует выполнения всех допущений лемм 1.2.5 - 1.2.7 и теоремы 1.2.3. В силу чего справедливо утверждение следующей теоремы. 


Теорема 3.4.1. Если имеют место условия а,в, д-ж, то при связи 
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В параграфах 3.5 – 3.7 приводится описание и тексты программ алгоритма численного решения исследуемых задач, результаты расчетов модельных задач.

Основные результаты диссертации опубликованы в работах:

1. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Регуляризация и численные методы решения обратных и нелокальных краевых задач.– Бишкек: Илим, 2006. – 164 с.

2. Каракеев Т.Т. Оценка системного метода регуляризации в пространстве суммируемых функций //Вестник КГНУ: Труды молодых ученых. – 2000. – естественно–техн. науки. – Серия 5. – Вып.3. – С. 37–41.

3. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Регуляризация системы интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с особым решением// Вестник КГНУ: «Проблемы математики и информатики в XXI веке», 2000.– естественно–техн. науки. – Серия 3. – Вып.4. – С. 143-148.

4. Каракеев Т.Т. Регуляризация задачи типа Гурса с обратным истечением времени для системы дифференциальных уравнений //Труды Института целевой подготовки специалистов.–Бишкек: Илим, 2001.– Вып.1. – С. - 29-39.

5. Каракеев Т.Т. Регуляризация интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с положительной свободной функцией // Труды Института целевой подготовки специалистов.– Бишкек: Илим, 2001.– Вып.1. – С.75–80.


6. Каракеев Т.Т. Системная регуляризация двумерных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода //Высшая школа и современность: Материалы межвуз. научно–практич. конференц. – Бишкек: Илим, 2001.–Ч.1. – С.70–82.

7. Каракеев Т.Т. Задача типа Гурса с обратным временем для системы смешанной структуры// Вестник КГНУ: «Асимптотические, топологические и компьютерные методы в математике», 2001. – естественно–техн. науки. – Серия 3. – Вып.6. – С.223–227.

8. Каракеев Т.Т. Метод системной регуляризации интегральных уравнений Вольтерра третьего рода с особым решением //Вестник КГНУ, 2001 – естественно–техн. науки. – Серия 3. – Вып.7. – С.78–83.

9. Каракеев Т.Т. Метод сингулярных возмущений для интегральных уравнений Вольтерра третьего рода //Вестник Кыргызского горнометаллургического института, 2003. – Вып. 1. – С. 20-26.

10. Каракеев Т.Т. Приближенное решение нелокальной граничной задачи теплопроводности //Вестник КНУ им. Ж. Баласагына: Труды молодых ученых, 2003.– естественно–техн. науки. – Серия 5. – Вып. 2. – С. 26-30.

11. Каракеев Т.Т. Системный метод регуляризации обратной задачи для урав-нения Эйлера-Дарбу // Известия ВУЗов. – Бишкек, 2003. № 3-4. – С.75-81

12. Каракеев Т.Т. Изучение нового алгоритма решения интегральных уравнений Вольтерра второго рода //Труды Института целевой подготовки специалистов. – Бишкек: Илим, 2003. – Вып.5. – С. 176–182.

13. Каракеев Т.Т. Регуляризация нелокальной граничной задачи для псевдопараболических уравнений //Исследования по интегро-дифферен-циальным уравнениям. – Бишкек: Илим, 2003. – Вып.32. – С.179-183.

14. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Обратная задача восстановления правой части уравнения Эйлера-Дарбу// Исследования по интегро-дифференциальным уравнениям. – Бишкек: Илим, 2003. – Вып.32. – С.174-178.

15. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Регуляризация и разностная схема для приближенного решения системы интегральных уравнений Вольтерра третьего рода //Известия НАН КР.– Бишкек: Илим, 2003. – № 2-3. – С. 48-54.

16. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Многомерная нелокальная граничная задача теплопроводности //Наука и новые технологии. – Бишкек, 2003.– №3.- С.13-16.

17. Каракеев Т.Т. Решение интегральных уравнений Вольтерра третьего рода методом регуляризованных квадратур //Вестник КГПУ им. И. Арабаева, 2004. – Серия 1. – Вып.2. – С.10-17.

18. Каракеев Т.Т. Численное решение линейных интегральных уравнений Вольтерра третьего рода// Вестник СГТУ (Самарский государственный технический университет). – Самара, 2004.- естественно–техн. науки. – Вып. 30. – С.73-76.

19. Каракеев Т.Т. Регуляризация обратной задачи для системы Эйлера-Дарбу// Уравнения смешанного типа и родственные проблемы анализа и информатики: Материалы Российско-Казахского симпозиума. – Нальчик, 2004. – С. 119-122.

20. Каракеев Т.Т., Омуров Т.Д. Регуляризация обратной задачи восстано-вления правой части системы уравнений Эйлера-Дарбу// Вестник СГЭА (Самарская государственная экономическая академия). – Самара, 2004. – Вып.14, № 2. – С.274-284. 

21. Каракеев Т.Т. Численное решение нелокальной краевой задачи для гиперболических уравнений // Актуальные проблемы дифференциальных уравнений и математической физики: Тезисы докл. междунар. научн. конференц. – Алматы: Эверо, 2005. – С.111.

22. Глушак А.В., Каракеев Т.Т. Регуляризация интегральных уравнений Вольтерра третьего рода и обратных задач для уравнения Эйлера-Дарбу // Вестник ВГУ (Воронежский госуниверситет). – Воронеж, 2005. – Серия физика, математика. – № 2. – С. 124-127.

23. Глушак А.В., Каракеев Т.Т. Численное решение линейной обратной задачи для уравнения Эйлера-Дарбу // Журнал вычислительной математики и математической физики. – Москва, 2006. – Т.49.-№ 5.– С. 851-860.

23а.Glushak A.V., Karakeev T.T. Numerical Solution jf the Linear Inverse Problem for the Euler-Darboux Equation // Computational Mathematics and Mathematical Physics. – Moscow, 2006. Vol. 49, № 5, P. 810-819.

24. Imanaliev T.M., Karakeev T.T., Omurov T.D. Regularization of the third-kind Volterra equations // Proceedings of the Pakistan Academy of Sciences. – Islamabad, 2005. – Vol. 45, № 1. – P. 27-37.
25. Каракеев Т.Т.Обратная задача для уравнения Эйлера-Дарбу //Исследования по интегро-дифференциальным уравнениям. – Бишкек: Илим, 2006. – Вып.34. – С.136-140.

26. Омуров Т.Д., Каракеев Т.Т. Обратная задача для системы уравнений Эйлера-Дарбу с дополнительной информацией о решении// Исследования по интегро-дифференциальным уравнениям. – Бишкек: Илим, 2006. – Вып.34.С.130-135.

27. Каракеев Т.Т. Краевая задача с нелокальным условием по времени для дифференциальных уравнений третьего порядка // Исследования по интегро-дифференциальным уравнениям. – Бишкек: Илим, 2006. – Вып.35. – С.158-163.

РЕЗЮМЕ

Каракеев Таалайбек Тултемирович, “Локалдуу эмес четтик шарттары менен жекече туундулуу теңдемелерди чыгарууну регулярдаштыруучу ыкмалар”. 01.01.02 – дифференциалдык теңдемелер адистиги боюнча физика-математикалык илимдердин докторунун окумуштуулук даражасын алуу үчүн диссертация
Урунттуу сөздөр: регулярдаштыруу, Вольтерра теңдемеси, Эйлер-Дарбу теңдемеси, локалдуу эмес четтик маселе, тескери маселе, айрымдуу схема, квадратуралык формула, сандык ыкма, корректтүү эмес маселе. 


Диссертациялык иште жеке туундулуу дифференциалдык теңдемелер үчүн локалдуу эмес четтик жана тескери маселелер изилденген, үчүнчү түрдөгү Вольтерра интегралдык теңдемелеринин теориясы өнүктүрүлгөн. Сызыктуу жана сызыктуу эмес (жылмакай өспөөчү функцияга көбөйтүү менен) мындай интегралдык теңдемелерди регулярдаштыруучу жана Вольтерра теңдемесинин касиетин сактоочу оператор тургузулган. Регулярдаштырылган теңдеменин үзгүлтүксүз функциялар мейкиндигинде жалгыз чыгарылышка ээ болоору,  регулярдаштырылган чыгарылыш так чыгарылышка бир калыпта жыйналганы далилденген.  Регулярдаштырылган теңдеменин негизинде пайда болгон үчүнчү түрдөгү Вольтерра интегралдык теңдемелерин болжолдуу чыгаруу үчүн сандык ыкма иштелип чыкты жана анын жыйналуусу, туруктуулугу далилденди.

Каралып жаткан маселелерди  үчүнчү түрдөгү Вольтерра интегралдык теңдемелерине келтирүү жолун колдонуп, үчүнчү тартиптеги сызыктуу жана сызыктуу эмес дифференциалдык теңдемелер үчүн локалдуу эмес четтик маселелерди жана убакыт боюнча локалдуу эмес шартты кармаган четтик маселелерди локалдуу эмес шарттардагы белгисиз функцияларга көбөйтүлөн бириккен оператордун тескериси жашабаган учурда, оң жагындагы белгисиз функциялар өзгөрүлмөлүү коэффициенттүү болгон Эйлер-Дарбу теңденмесинин оң жагын калыптандыруу тескери маселелерин регулярдаштыруу ыкмасы негизделген. Бул маселелердин чыгарылышынын жалгыздыгынын жетиштүү шарттары аныкталган.

Жогоруда аталган маселелер үчүн туруктуу айрымдуу схемалар тургузулган. Сунушталган сандык чыгаруу алгоритмдерин ишке ашыруучу Delphi 6 тилинде программалар пакети түзүлүгөн.

Оң жагы интегралдык мүчө кармаган Эйлер-Дарбу теңдемеси үчүн корректтүү эмес тескери маселени регулярдаштыруу ыкмасы тургузулган. Кичи параметр аркылуу регулярдаштырылган үчүнчү түрдөгү Вольтерра интегралдык теңдемелеринин сингулярдык чыгарылыштары түзүлгөн.
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В диссертационной работе исследуются вопросы регуляризации, единсттвенности и построения численного решения нелокальных краевых и обратных задач для дифференциальных уравнений в частных производных, развита теория интегральных уравнений Вольтерра третьего рода. Построен регуляризирующий оператор для таких  линейных и нелинейных интегральных уравнений (с умножением на гладкую невозрастающую функцию), который сохраняет свойство вольтерровости интегрального уравнения. Доказана однозначная разрешимость регуляризованного уравнения в пространстве непрерывных функций, равномерная сходимость регуляризованного решения к точному решению. На основе регуляризованного уравнения разработан численный метод для приближенного решения получаемых интегральных уравнений Вольтерра третьего рода, доказана его сходимость и устойчивость.

Используя способ  преобразования рассматриваемых задач к интегральным уравнениям Вольтерра третьего рода, обоснован метод регуляризации нелокальных краевых задач и  краевых задач с нелокальными условиями по времени для линейных и нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка, в случае необратимости объединенного оператора при неизвестных функциях в нелокальных условиях, обратных задач восстановления правой части уравнения Эйлера–Дарбу с переменными коэффициентами при неизвестных функциях в правой части. Установлены достаточные условия единственности решения указанных задач. 

Для рассмотренных задач построены устойчивые конечно-разностные схемы. Разработан пакет программ на алгоритмическом языке Delphi 6 для реализации предложенного алгоритма численного решония нелокальных краевых и обратных задач.

Предложен метод регуляризации решения некорректных обратных задач для уравнения Эйлера–Дарбу с интегральной правой частью. Построены сингулярные решения регуляризованных малым параметром интегральных уравнений Вольтерра третьего рода.

SUMMARY

Karakeev Taalaibek Tultemirovich, “Regularizating methods to solve partial differential equations with illocal boundary conditions”. Submitted for the scientific degree of doctor of physical-mathematical sciences on specialty 01.01.02 – differential equations.

Key words: regularization, Volterra equation, Euler-Darboux equation, illocal boundary value problem, inverse problem, difference scheme, quadrature formula, numerical method, ill-posed problem.

In the dissertation work the regularization, uniqueness questions and construction of numerical solutions for illocal boundary-value and inverse problems for the partial differential equations are investigated, third kind Volterra integral equations theory is developed. The regularizating operator for linear and nonlinear third kind Volterra integral equations (with multiplying by a differentiable nonincreasing function), preserving the Volterra property of the integral equation is constructed. The one-to-one solvability of the regularizated equation in the continuous functions space and the uniform convergence of the regularizated solution to the exact one are proved. On the base of the regularizating equation the numerical method for approximate solving the third kind Volterra integral equations is developed, its convergence and stability are proved.

By means of  transformation of the studied problems to the third kind Volterra integral equations, the regularization method of the illocal boundary-value problems and boundary-value problem with illocal temporal condition for linear nonlinear third order differential equations in case of irreversibility of united operator by  unknown functions in illocal conditions, inverse problems of restoration of the right part of the Euler-Darboux equation with variable coefficients by unknown functions at the right part. The sufficient conditions of the uniqueness of the above-mentioned problems solution are obtained.

The stable finite difference schemes are constructed for the problems considered. The software is developed in the algorithmic language Delphi 6 for implementation of proposed algorithm, of numerical solutions of the illocal boundary-value and inverse problems.


The methods of regularization to solve ill-posed inverse problems for the Euler-Darboux equation with integral right part are justified. The singular solutions of the third kind Volterra integral equations regularizated by a small parameter are constructed.
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